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Abstract 
This paper aims to introduce a previously unknown feature of a family of girih designs. This 
research is seeking to answer the question that “With what mathematical pattern does subdividing 
girih goes on?”  Results show that in repeatedly subdividing girih, by maintaining the size of the 
polygons, frames grows in a sequence with properties of a generalization of Fibonacci. Some real-
world samples, that are put together, show the same properties. This feature could in the future be 
used to design and analyze girihs. These applications are discussed in the latter sections of the 
paper. 
Keywords: Geometry in Architecture, Decagonal Girih, Fibonacci Sequence, Golden ratio. 

Introduction 
In this paper, a mathematical feature of girih is explained. Girih is a type of geometric design in 
Islamic art that can be distinguished from calligraphy and vegetal ornaments [6]. It is composed of 
several polygons filling the surface area of a frame. There is rich literature on girih and 
Mathematical analysis of Girih is a significant part of this literature. 
The literature focusing on girih can be divided into two types of major sources. The first is 
educational mostly written by master builders of architecture and their apprentices [1–4]. They are 
meant to teach the traditional methods of designing and drafting girih. The second type is 
investigative, mostly carried out by academicians. These sources investigate historic, aesthetic, or 
mathematical, as well as other aspects of Girih. A portion of research has focused on mathematical 
features of girih design including geometric and numerical. These can be traced back to Bourgoin’s 
work [5]. Academic writings continued in the 20th century, and in the 21st century, a paper by Lu 
and Steinhardt [22] opened new discussions on the subject. The paper focused on decagonal Girih. 

Materials and Methods 
Several methods have been used or proposed to categorize Girih designs. A criterion is symmetry 
group and base regular polygons. Since the only regular polygons that can fill a flat surface are 
equilateral triangles, squares, and hexagons, but not the pentagons, there is a fundamental 
difference between the five-fold (decagonal) design and the other three. Five-fold designs are 
sometimes associated with eastern parts of the Islamic world [13]. In some of the sources authored 
by Iranian master builders (e.g. Lurzādah, Shaʿrbāf ), some controlling rules are mentioned for 
designing. Fig. 1 shows a set of five polygons that can be used together to fill a surface. the set 
belongs to a decagonal design called Kund-i dah (meaning obtuse/blunt ten).  
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Designs using this set can be subdivided. Subdividing is converting polygons to similar smaller 
polygons that fill the same frame. The corresponding polygons in the subdivided frame are smaller 
than the original one. There are several  
methods for subdividing and in this paper one introduced by apprentices of Lurzādah a master of 
Iranian architecture is used [21]. 

Results 
The girih-i kund-i dah which uses the polygons introduced in Fig. 1 can be subdivided to make new 
designs but with smaller polygons. This has been known by master builders and is introduced in 
their texts. The most basic Girih pattern introduced in these sources (which has an easy method for 
drafting) is called ūmm al-girih (meaning mother of knots) since subdividing it results in new 
designs. The method Lurzādah has introduced for subdividing could be used repeatedly. (Fig. 2) 
His two apprentices, Raʾīszādah and Mufīd have applied the method four times in a row on a 
design, but it is not limited to 4 [21]. In decagonal designs, the underlying grid would change by 
subdividing. This means that there is not necessarily a “combining” action in the opposite direction 
of subdividing to make a pre-subdivision design. In this paper, it is shown that subdividing is 
related to the golden ratio and generalization of the Fibonacci sequence. The two concepts are 
defined below: 
a and b are in the golden ratio if this equation is true 

The value of this ratio is also the result of the equation: 

The golden ratio is an irrational number that is approximately equal to 1.618. Its value to the power 
of two is one unit larger than itself. 

This ratio could be shown geometrically in different shapes. The length of a diagonal of a regular 
pentagon with the side length of one unit is equal to the golden ratio. This relates the ratio to the 
Fibonacci sequence. Fibonacci introduced his famous sequence in the 13th century [30].
In the first step, a decagonal as shown in fig.2 was subdivided several times. In subdividing by this 
method similar polygons in the resulting designs would be scaled by reciprocal of phi (( ). Since the 
designs have frames of the same size, by scaling each design by a factor that equates corresponding 
polygons of different designs, the frames too would be scaled by that factor. Fig. 3b and 3c show 
this scaling. Each frame is  times its previous one. If the length of one of the sides of the first 
frame is equal to one unit, then along with the lengths of its corresponding sides in the next frames 
after scaling be listed as a sequence, it would form a geometric progression with common ratio . 
In this sequence, each term (after the second one) is the sum of the two previous terms. 
There are examples of self-similar Girih designs (subdivisions of a large scale design by smaller 
polygons) in real-world in different buildings. Some of their parts could be chosen and put together 
to show the same result as shown in Fig.4. The sequence was continued by the authors. The 
theorem was also tested in an approximately 11 by 8 units rectangle. Fig. 5 shows each length of a 
rectangle is equal to the sum of the two previous ones: g

This is also true for widths. In Fig. 5 the sides of the rectangles (except for the first rectangle) are 
axes of symmetry for small scale polygons. 

Discussion 
By subdividing the design, the ratio of the side-lengths of the frame to side-lengths of polygons 
changes by the golden ratio. The frames could be arranged in a spiral that shows their relation to 
the generalization of the Fibonacci sequence. These arise from the relation between decagonal 
designs and the golden ratio which itself is because they are based on pentagons. A diagonal of a 
pentagon is in extreme and mean (golden) ratio to its sides. As there are pentagons in these designs 
it could be shown that the side length of pentagons before subdividing is equal to the size of the 
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diagonal of the pentagon after subdividing. This is shown in Fig. 6. Since all polygons are scaled 
proportionally, the scale factor is equal for all the polygons within a frame.  
By scaling frames by a factor that results in corresponding polygons of the same size, the difference 
is displayed in frame sides’ length. And since the ratio of the corresponding side length of each 
frame to its previous one is equal to phi a sequence for the scale factor of each member is as 
follows: 

And since 

 is equal to q

As apparent  is a generalization of the Fibonacci sequence, in which, after the first two terms, 
which are 1 and  each term is the sum of the two preceding ones. 

Conclusion 
One of the problems of geometric analysis and designing Girih for a specified frame is defining the 
size of the polygons. The relation between the size of the frame and the polygons for new designs 
can be calculated based on an existing design. In future research, such calculations can be used in 
analyzing and developing algorithmic solutions for designing. 
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 چکیده

 منهاب  اصهلی دسهتۀ دو در هاآرایهه این. است بوده اسلامی معماری در تزئینات اصلی دستۀ سه اسلیمی نقوش و کتیبه کنار در گره
 تحقیقهاتی متهون دوم دسهتۀ و ایشهان شهاگردان و سهنتی معمهاری استادکاران تألیف آموزشی مناب  اول، دستۀ. اندبوده توجه مورد

 ایهن از برخهی پیشهتر و است، بوده توجه مورد مناب  این دستۀ دو هر در «گره» هایآرایه ریاضی هایویژگی. است بوده دانشگاهی
 در ایهن از پیش که است ایرانی ده هایگره کردن خرُد در ایویژگی معرفی حاضر، مقالۀ هدف. است شده معرفی و کشف هاویژگی
 و اسهت رفتهه پیش تحلیلی روش به تحقیق این. شودمی معرفی مقاله این در بار نخستین برای و است بوده ناشناخته علمی ادبیات

 سهححی یکهدیگر، کنهار در قرارگیری با که است چندضلعی تعدادی شامل گره هر. اندشده گردآوری ایکتابخانه مناب  از اطلاعات
 عمل این. است کوچکتر اجزای با و زمینه همان در دیگر گرهی به گره تبدیل معنی به گره کردن خرٌد. پوشانندمی را( زمینه) بزرگتر

 کهه هاییروش از یکی مقاله، این در. اندکرده معرفی را هاآن از برخی سنتی معماری استادان و شودمی انجام مختلفی هایروش به
 اجزای ده، کند هایگره متوالی کردن خرد در دهدمی نشان مقاله نتایج. است شده داده قرار مبنا اندکرده معرفی لرزاده حسین استاد

 زمینهه اندازۀ دهنده،تشکیل هایچندضلعی اندازۀ داشتن نگه ثابت با و شوندمی کوچک فی عدد معکوس نسبت با هاگره چندضلعی
 توانمی را متوالی کردن خرُد از حاصل متوالی هایزمینه. کندمی رشد طلایی نسبت با ایرابحه در و فیبوناتچی دنبالۀ تعمیم محابق

 از واقعهی هایینمونه. بود خواهد نمودار هازمینه اضلاع میان فیبوناتچی تعمیم رابحۀ صورت، این در. کرد مرتب مارپیچ چیدمانی در
 به تحقیق این در شده یافته هایویژگی اثبات. اندشده آورده مقاله در چیدمانی چنین در ترسیمی هایینمونه و بناها هایگره اجزای
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 مقدمه. ۱

از  اسلیمی یکی)تزئینات هندسی( در کنار کتیبه و  ۱گره
های معمهاری اسهلامی اسهت. سه دسهتۀ اصهلی آرایهه

هها هنرمندان و معماران ایرانهی تهوج ی ویهژه بهه گره
هها در بناههای ایرانهی اند و تنهوع و فراوانهی گرهداشته

ههای شاهدی بر آن است. این نهوع از تزئینهات ویژگی
ههای هندسی مختلفی دارند. در گذشته، برخی از ویژگی

ها شناسایی و معرفی شده است. ههدف ن گرهریاضی ای
هها ای از آناین پژوهش، معرفی ویژگیِ پیشتر ناشناخته

تواند نکات جدیدی را روشن کند. یکهی از است، که می
ههای ده ایرانهی امکاناتی که در طراحهی و ترسهیم گره

ههای بها هها بهه گرهوجود دارد، خرد کردن یا تبدیل آن
ه وجههود آوردن ریزتههر و بهه( ۲هههایهای )آلتچندضههلعی

های جدید است. این پژوهش نیهز بها ایهن سهئوال گره
ظهم نبها چهه  یرانیده ا یهارد کردن گرهخُ»اصلی که 

های فرعهی کهه و ایهن سهئوال« رود؟یم یشپ ریاضی
ها در خرد کردن گره با چهه رابحهۀ ریاضهی اندازۀ آلت»

های خردشهده چه نسبتی میان زمینهه»و « شودپیدا می
 پیش رفته است.« گره کند ده برقرار است؟

 این پژوهش از ج ت شناخت بیشتر روابط ریاضی حاکم
اسهت، اهمیهت دارد. ها که پیشتر ناشهناخته بودهبر گره

تهوان آن را ییهل هها کهه میدانش فعلی ما دربهارۀ گره
هندسه در معمهاری طبقهه بنهدی کهرد، بیشهتر شهامل 

هها بهرای حهی گرهت و دربارۀ طراهای ترسیمی اسجنبه
های مختلهف بسهیار محهدود اسهت. ایهن مقالهه، زمینه

های مختلفهی کهه در یهک بخشی از روابط ریاضی گره
گیرند را با یکهدیگر و بها زمینهه روشهن زمینه جای می

کند. از این ج ت کهار را در تحقیقهات آینهده بهرای می
کنههد. ههها تسهه یل میهههای طراحههی گرهتههدوین روش

ی از  ولت سن یا از دنیا رفتن بسیارهمچنین با توجه ک
های اخیر که فنون طراحهی و استادکاران سنتی در سال

تهوج ی بهه شناختند، در صهورت بیها را میترسیم گره
ها، ایهن دانهش ممکهن اسهت بهه دانش مربوط به گره

هی فراموشی سپرده شود. از این نظر، تحقیقات دانشهگا
 رسد.در این زمینه ضروری به نظر می

 

 روش پژوهش. ۲
های کند هایی از گرهبردن این تحقیق، نمونهبرای پیش

 تبهه وده به روشی که در ادامۀ مقاله آمده است، چند مر
با اعمال هندسی خرد شد. سپس روابهط ریاضهی میهان 

های بعهههدی بهههر اسهههاس ههههای اولیهههه و نمونههههگره
های ریاضی، تحلیل شهد. از آنجها کهه احکهام استدلال

اند، ییههل هههای ریاضههی اثبههات شههدهتحقیههق بهها روش
ههای ( و در دسهتۀ روشDeductionاستدلال منحقی )
گیرند. احکام اثبات شده، سپس در چند تحلیلی قرار می

اند و در کنهار نمونه که از بناهای مختلف انتخاب شهده
های هایی در زمینههاند، و همچنین نمونههم قرار گرفته

ها، نمونهه ای انتخهاباند. برمستحیلی نمایش داده شده
هههای بناهههای هههایی در منههاب  آموزشههی، کاتالو گره

های اطلاعاتی که شامل تصاویر گره نیز معماری، بانک
ه بودند، و تعدادی از بناهای معماری جسهتجو شهدند که

 ها اشهارهای که در مقاله به آناین جستجو به سه نمونه
آمهاری ها جنبۀ شده است، منتج شد. انتخاب این نمونه

هایی است که درکی ش ودی از حکم ندارد و فقط مثال
اثبات شده به دست دهد. سهح  ههدف ایهن پهژوهش، 

ای است و برای پاسخ به سئوال اصهلی تحقیهق، توسعه
ای های ترسیم و خرد کردن گره از مناب  کتابخانهروش
 آوری شده است.جم 
 

 پیشینۀ پژوهش. 3
می دربارۀ نقوش هندسی در عالم اسلا های متأخرنوشته

ا از اواخر قرن نوزدهم میلادی و سیزدهم هجهری ته را
تههوان بههه دو دسههتۀ متههون از حیههه هههدف می کنههون،

آموزشی و متون تحقیقهی تقسهیم کهرد. عمهدۀ متهون 
دان آموزشی را استادکاران معماری و درودگری یا شهاگر

و گهاه  های ترسهیماند. در این مناب ، روشایشان نوشته
ههای مختلهف ها بهه روشطراحی تزئینات از جمله گره

هایی از ها یها نمونههآموزش داده شده است و گاه روش
های مشه ورتر ها نیز آورده شده است. نمونههاجرای آن

، [1]این دسهته شهامل منهاب  تهألیفی اسهتادان لهرزاده 
 است. [4]و ماهرالنقش  [3]، زمرشیدی [2]شعرباف 
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ها ها و اهداف آنرا هم با توجه به روشمتون تحقیقی  
های مختلفی تقسیم کرد، با این حهال توان به دستهمی

چ هههار دسهههتۀ تحقیهههق بههها اههههداف معناشهههناختی، 
تر از دیگهر شناختی، تهاریخی و ریاضهی پررنه زیبایی
سهیر متهون سهته، از ایهن چ هار دها بوده است. تحقیق
 دنهپردازهای ریاضی نقهوش میبه تحلیلکه  آخردستۀ 

شان بها ایهن تحقیهق بهه صهورت به علت خویشاوندی
 .شودبررسی میتر مشروح

اولین بار، تحلیل قواعهد ترکیهب هندسهی در دو کتهاب 
عناصهر و  [5] ۱۸۷۳، ههاهنر عربژول بورژوان، به نام 

تحلیل شهد.  [6] ۱۸۷۹، بافتگیهنر عربی: ویژگی درهم
ای از اندوختهه یهۀهایی در اروپا پهس از ت چنین تحلیل

ههای های پر از تصویر از جملهه کتابنقوش و کاتالو 
ممکن شده بود. بهورژوان سهه سهبک اصهلی  [7] جونز

تشهخی  داده بهود،  عناصر هنر عهربتزیین در کتاب 
تزیین یونانی را حیوانی، تزیین عربی را کانی، و تهزیین 

نسهبت دادن  .[6] ژاپنی )چینهی( را نبهاتی خوانهده بهود
سهلامی بهه بلورهها در آن دوره بسهیار تعجهب نقهوش ا

دانست کهه بورژوان نمی زیاد، احتمال به برانگیز است و
ها با بلورشناسهی در آینده چه میزان تحلیل هندسی گره

های هندسهی در تحقیق ،. در آن دورهشد مرتبط خواهد
آن  اروپهایی مراحل اولیه بود و چنان که گفتیم مخاطب

که به دنبال نقهوش مهدولار و جامعۀ صنعتی بود اغلب 
هایی دربارۀ گرهچنین تحقیق. [8] گشتقابل تکرار می

رفت کهه بهه جهای تحلیهل کم به این سمت میها کم
. چنین روندی ها را تحلیل کند، ساختار آناجزای نقوش

کارهای نویسهندگان متقهدمی نظیهر جهونز و  یسۀاز مقا
 ،آمدنهد هانویسندگانی مثل بورژوان که کمی پس از آن

شود. ادعای جونز مبنی بر قواعد هندسی گرهروشن می
نقهوش، »ماند که ها فقط در این سح  تحلیل باقی می

 [7] هسهتند« ییفاصله حول مرکزهاهای همتقاط  خط
چهین بهرای هایی با خطاما بورژوان در کتابش زیرنقش
ای که در کتاب ایده .[5] نقوش مختلف عرضه کرده بود

، نوشتۀ دیویهد رمهزی هندسی برای پارچهنقوش اصلی 
تهوان ادامۀ کار بورژوان را مهی .[9] نیز تکرار شده است

، نوشتۀ کریستی های سنتی طراحی نقششیوهدر کتاب 
تحلیهل دید که بهه جهای تحلیهل اجهزای گهره بهه  نیز

ریاضهی های تحلیل .[10]ها پرداخته است آنساختاری 
 ،ادامه داشهتن هم پس از آزیر نقش و گاه با توجه به 
، نههوایی و [12]، کههپلان [11]لههی های از جملههه نوشههته

بُنههر  ،[15]، بههادنر [14]، سههرهنگی [13]قاسههمی حاجی
[16]. 

 بهاههای کارهای کپلان طراحی گره برای زمینه ویژگی
ههای بها اسهتفاده از اعوجها  انحنای یهک یها دوج تهه

ری تهای کامپیوزیرنقش و همچنین استفاده از الگوریتم
 [13] قاسهمیاجیحبرای گسترش نقش است. نهوایی و 

 های زیرنقش متشکل از سه نوع لهوزی بهراینیز شبکه
ریگبهی نیهز در  انهد.ههای مختلهف پیشهن اد کهردهگره
های ده بر الگوههای پنهرُز ای از امکان انحباق گرهمقاله

پناه در . همین مسهئله را اسهلام[17]پرسش کرده است 
پناه در . اسهلام[18]بررسی کرده است  درگرهگرهکتاب 
های طلایهی بهین اضهلاع تر نیز نسبتای قدیمیمقاله

 . مقالهۀ حاضهر بهه[19]آلات گره را تشری  کرده است 
پهردازد، ها قبل و پس از خرد کردن میروابط میان گره

گام را بهر بهروشی گام [20]محمدلو زاده و سلحانشفی 
 شاگردان اسهتاد لهرزاده مبنای روش معرفی شده توسط

برای ترسیم گره بهر مبنهای قاعهدۀ خهرد کهردن  [21]
 اند.بررسی کرده

است کهه در  ایمقالههای اخیر، ترین تحقیق سالم م 
ههها توسههط لههو و دربههارۀ گههرهمههیلادی  ۲۰۰۷سههال 

تصهور تحلیهل کامهل . این مقاله شد منتشراشتاین ارت 
گرههی از  آن تحقیق بر .[22] مسئلۀ گره بر هم ریخت

مقبرۀ درب امام اصف ان متمرکز بود و نشهان داده بهود 
که آن گره تقریباً به صورت کامل )در واق  به جز یازده 

بلهوری مورد همنشهینی( سهاختاری شهبه ۳۷۰۰مورد از 
بلوری، بر خلاف بلورهای هندسی دارد. ساختارهای شبه

)که بر مبنای مثله و مستحیل و شش ضهلعی هسهتند( 
محدود ندارنهد و قابلیهت دارنهد بهه صهورت  تکرارهای

ههای . تحقیقهای جدید ایجاد کنندنامحدود، همنشینی
وبیش بهر اثهر آن انجهام دیگری پس از این مقاله و کم

 [24]کتاب برو   [23]ها مقالۀ کرامْوِل شد. از جملۀ آن
معمهاری و در کتهاب  [25]و فصلی است که سهالتزمن 

 ۀ حاضرمقالنوشته است.  [26]ریاضی از باستان تا آینده 
های دربهارۀ جنبهههایی کهه تها کنهون در ادامۀ تحقیق
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انجام شده است، قصد دارد روابط ریاضی ها ریاضی گره
ههای کنهد ده گره خرد کردنرا که در این روش سنتی 

تهر های خودمتشابه هستند( روشهنای از گره)که نمونه
تر کامل هایروشتدوین  درکند و راه را برای تحقیقات 

 بگشاید. ضلعیهای بر مبنای پنجطراحی و تحلیل گره

 

 های کند دهگره. 4
 شههان، اَرَبِسههکبنههدی رایههجمستشههرقان در تقسههیم

(arabesque ) یا تزییناتی را که در معماری اسلامی بهه
رفت به سه دستۀ هندسی و گیهاهی و نوشهتاری کار می
هایی کهه جود نق با و. [8] کردندای( تقسیم می)کتیبه

بندی بود، تزیینات هندسهی اسهلامی )یها در این تقسیم
های مستشهرقان اشهاره بهه مف هومی عربی(، در نوشته

طهرح  ۳.شخوانندمی« گره»داشت که در ج ان ایرانی 
در همهۀ ممالهک  کهه ههاییها بها وجهود مشهاب تگره

 و برخی مستشرقان نیستندیکسان  کاملاً د،ناسلامی دار
محلهی تزیینهات اسهلامی را  ههایل جهه ونزازجمله جه

گره بندییمدر تقس معمولاً یک روش 4ند.اتفکیک کرده
ها ها چه نزد مستشرقان، چه در مناب  بومی، تفکیک آن

حهول شمسهه، یها تعهداد  ۵ههایبر اساس تعداد واگیهره
اضلاع چند ضلعی منتظمی است که مبنای ترسیم گهره 

هایی که بر مبنای مثله و گره ،. به این روشه باشدبود
های شش یا نه یا دوازده ضلعی بودند دارای شمسهشش

های بر مبنای مرب  و مستحیل، ها بودند، گرهو مانند آن
های بر مبنای های هشت و شانزده، و گرهدارای شمسه

ههای مثلهه و های ده بودنهد. شهکلدارای شمسه ،پنج
که با  هایی هستندضلعی منتظم، شکلمستحیل و شش

ههای کلاسهیک توان سحوح را پر کرد. تقهارنها میآن
ههایی ست. گرها هابلورشناسی هندسی نیز بر مبنای آن

ههای مثلهه و مربه  و مسهتحیل و که بر مبنای شهکل
ضلعی هستند بهر مبنهای همهین قهانون هندسهی شش

های مبتنهی . وضعیت گرهاندایجاد شدهپرکردن صفحه 
ضهلعی خاصهیت وت است. پنجضلعی به کلی متفابر پنج
تهوان بهه های پیشین را نهدارد و صهفحه را نمهیشکل

تن ایی با آن پر کهرد و از نظهر بلورشناسهی کلاسهیک، 
های بهر مبنهای پهنجگره .[22] تقارنی غیرممکن است

مربوط به شرق عالم اسلام و ایران می بیشتر،ضلعی را 
شمسهۀ  ها را بها توجهه بههدر ایران این گره. [13] دانند
 خوانند.می« گره ده»ها آن

شان ها در مناب  معاصری که استادکاران و شاگردانگره
. این کهه هستنداند، دارای چند قانون ساده تدوین کرده

نداشته باشد و این کهه گهره، سهح   ۶«آلت خار »گره 
و اگهر زمینهه بها  [21] زمینه را به صورت کامل بپوشاند

آلتی برخورد کند باید حتماً از روی خط تقارن آلت عبور 
ههای تعریهفآلتی غیر از آلت ،کند. منظور از آلت خار 

ست. در این مناب ، گره ا هاشده برای هر خانواده از گره
از  های کند ده است، معمهولاًکند دوپنج که یکی از گره

و علهت  [21] دشهویی است که آموخته مهایاولین گره
های ده بر مبنهای همهین نیز سادگی و ترسیم سایر گره

، کنهدهای کنهد، شهامل شمسهههای گرهگره است. آلت
 .(۱)شکل  دان است، و سرمهکندکند، طبل، پنجکندترنج

ای های گره کند و یک نمونه گره کند در زمینه: آلت۱شکل 

 بازترسیم از نگارندگان [21]مستحیلی، 
Fig. 1: Set of polygons of girih-i kund-i dah, [21] 

Redrawn by authors. 

 

 خرد کردن. 5
تههوان در درون خودشههان هههای کنههد ده را مههیگههره

تقسههیم کههرد. در منههاب  معاصههر تههألیفی اسههتادکاران 
سههنتی، بههه خاصههیت زایههایی گههره در درون خههودش، 

گویند. میهان ایشهان مشه ور اسهت کهه خرد کردن می
دارد و توانههایی زایههش و بههه  بحههن خههود گههره در درون

ههای نهو از آن وجهود دارد. گهره کنهد وجود آوردن گره
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یها مهادر دیگهر گهره« الگهرهام»دوپنج را به این علت 
هها اند که قابلیت به وجهود آمهدن سهایر گهرهها نامیده

از آن وجههود دارد. قابلیههت خههرد شههدن گههره ده در 
صهورت درون خودش )یعنی تقسهیم متهوالی( ههم بهه 

و هههم بههه صههورت  [22] هندسههی اثبههات شههده اسههت
مفیههد  و زادهعملههی تهها چ ههار مرحلههه توسههط ریههیس

 .[21] ترسیم شده است

 

 : گره کندی که به روش تو حلقی به گره کند ریزتری خرد شده است.۲ شکل
Fig. 2: The subdividing method introduced by ustād Lurzādah 

 
های کلاسیک بلورشناسانه، های با تقارنرد کردن گرهخُ

های زیرنقش سه و چ ار و ششیعنی مبتنی بر شبکه
های مبتنی بر ضلعی تفاوت بنیادی با خرد کردن گره

اخیر، احتمال های ضلعی دارد. در خرد کردن گرهپنج
تغییر شبکۀ زیرنقش نسبت به مقیاس بزرگتر گره 
)مقیاس قبل از خرد شدن( وجود دارد. در واق  از گره 

توان الزاماً به گره پیش از خرد شدن پی خرد شده نمی
سبب برد. فقدان ارتباط مستقیم در این دو مقیاس، 

 یژۀکه منشأ امکان و استدر طراحی و ترسیم  دشواری
 ن ایتبرمبنای پنج هم از همان است. تنوع بیهای گره

های پنج از همین در گره مورد اشارۀ معماران سنتی
خیزد. دانش ریاضی مربوط به این ویژگی ویژگی برمی

پیش کشف  ۀضلعی، چند دهدر بلورهای مرتبط با پنج
های اخیر و در دورههای ایرانی شد و ارتباط آن با گره

رسد روشن شد. به نظر مین های فیزیکدانادر یافته
های ن ایت بودن تعداد گرهمعماران سنتی با مف وم بی

ن ایت اند. بیآگاه بوده ،منشعب به کمک خرد کردن
خودمتشابه به صورت  هایزیرنقشبودن ترکیبات 

بحن  ۷۲»های و مف وم ،[27] هندسی ثابت شده است
را در زبان معماران سنتی، اشاره به همان مف وم « گره

آورد. هر چند امکان خردکردن، از نظر به یهن می
ن ایت وجود دارد، هندسی، به صورت نامتوالی و تا بی

های خرد کردن، آلت ۀدر عمل، پس از چندین مرحل
با مصال   امکان اجرا که شوندگره به حدی ریز می

های د داشت. در اینجا یادآوری تفاوتننخواه معمول را
ز منظر فارابی خالی از لحف هندسۀ عملی و نظری ا

های توان گفت، نکتهو بر مبنای آن می، [28] نیست
منقول از معماران سنتی دربارۀ تعداد توالی خرد کردن، 

 به هندسۀ نظری اشاره دارد.
 

 7نسبت طلایی. 6
نسبت طلایی از اعداد گن  است. مقدار دقیق این عدد 

: الف نمایش داده شده است. مقدار تقریبی ۳در شکل 
ی هاراهاست. این مقدار را به  ۶۱۸/۱آن برابر با 
شود ترسیم کرد. برای مثال طول قحر هر متفاوتی می

پنج ضلعی منتظم به ضل  یک واحد برابر با مقدار 
ای که در رابحۀ . معادله(۶نسبت طلایی است )شکل 

ای از درجۀ دوم ( آمده است، معادله۱R: ۳یک )شکل 
است و دو پاسخ دارد. یکی از این دو پاسخ، برابر با 
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مقدار نسبت طلایی است. پس توان دوم نسبت طلایی 
 (.۲R: ۳ نیز یک واحد بیشتر از خودش است )شکل

 

 دنبالۀ فیبوناتچی. 7
ی سهیزدهم مهیلاد سهدۀیل اولین بار در اوا ۸فیبوناتچی

د. او ای را معرفی کرد که به نام خودش مش ور شدنباله
ییهل  و (Liber Abaciلیبِرآباچی ) این دنباله را در کتاب

معرفهی « شهوند؟ها چگونه تکثیر مهیخرگوش» مسئلۀ
ر از کرد. کتاب او لیبرآبهاچی در برخهی از مسهائل، متهأث

ری اسهت. خوارزمی و همچنین ابوکامل، ریاضیدان مص
 ههاخود فیبوناتچی در متن کتهاب بهه ایهن تأثیرپهذیری

 دنشنحوۀ تکثیر  دنبالهدر این . [29]اشاره نکرده است 
. تعداد جفت خرگهوششدمیها محاسبه جفت خرگوش

ا رههای دنبالهۀ تصهاعد ها در هر دور تولیهدمثل، جملهه
 له، اسهتفادهئساخت. نکتۀ م م در نحوۀ حل این مسمی

 .[30] عضو جدید بود ۀمحاسباز مقدار اعضای قبلی در 

 

 فیبوناتچی در طول زمینۀ دنبالۀاثبات وجود . 8

 در خردکردن متوالی گره کند ده
ابتدا گرهی بر اساس روش  ،به منظور اثبات مسئله

ها را به خرد کردن گره ۲ د. شکلشتوحلقی بارها خرد 
ر گره محصول، که د دهدروش توحلقی نشان می

در خرد . ها در نظر گرفته شده استمعادل کند آلت
نظیر  آلات اندازۀ نسبت میانکردن به روش توحلقی 

 ثانویهگره  ها( دریضلع)برای مثال طول ضل  پنج 
 است (𝜑معکوس عدد فی )برابر با  اولیه،گره  نسبت به
ها هم ی ریز تمام زمینههااگر گره : ب(.۳)شکل 

ها ینهزممقیاس شوند آنگاه این تصاعد در اندازۀ 
ی که اندازۀ هر زمینه نسبت اگونهشود به یممنعکس 

:  (. در ۳شود )شکل اش فی برابر میبه زمینۀ قبلی
ها در یک این صورت اگر اندازۀ اضلاع نظیر زمینه

رفته توالی نوشته و اندازۀ عضو اول یک واحد در نظر گ
ی هندسی با قدر نسبت عدد فی تشکیل ادنبالهشود، 

( برای ۲R( با استفاده از رابحۀ دو )۱G: ۳شود )شکل می
( حاصل ۲Gتر کردن اعضای این دنباله، دنبالۀ دو )ساده

شود که مقدار هر شود. در این دنباله، مشاهده میمی
به عبارت  عضو برابر با مجموع دو عضو قبلی است.

های توان با روشهای کند ده را مییاس گرهدیگر، مق
سنتی محابق عدد طلایی کوچک و نمونۀ جدیدی 

ها ثابت و مقیاس ترسیم کرد. در این حالت، اندازۀ زمینه
: ۳شود )شکل ها در هر نمونه فی برابر کوچک میگره

های های متناظر همۀ گرهب(. حال اگر اندازۀ آلت
مقیاس، اندازۀ زمینۀ  متوالی را یکی کنیم این تغییر

ی اندازۀ زمینۀ هر گره، اگونهه بدهد ها را تغییر میگره
:  (. به ۳فی برابر اندازۀ زمینۀ نمونۀ قبلی است )شکل 

توان گفت که در این حالت گره ده بر یم ترسادهعبارت 
اساس نسبت طلایی در حال گسترش در زمینه است. 

به مضارب  همچنین با تبدیل مراتب توانی عدد فی
( در ۲Rصحی  درجه یک آن )محابق رابحۀ شمارۀ دو 

ها، چنان که پیدا است اندازۀ هر ضل  زمینه اندازۀ زمینه
در هر نمونه برابر با مجموع طول اضلاع نظیر در دو 

توان مانند دنبالۀ فیبوناتچی یمنمونۀ قبلی خود است و 
ستفاده برای محاسبۀ اندازۀ هر زمینه، از دو زمینۀ قبلی ا

 (.۵کرد )شکل 
 

 های شناسایی شدهنمونه. 9

کند ده بناهای  ۹هایگرهی ریز شاههاگرهدر بین 
. به این های مختلفی وجود داردمختلف نیز مقیاس

را در  ۱۰ریز یهاگره آلات متناظر مف وم که اگر
هم مقیاس در نظر بگیریم آنگاه  ی خرد شده،هانمونه
که حکم ها، آندرشت  یهاگرههای متناظر در آلت

. ها را دارند، یک اندازه و مساوی نخواهند بودزمینۀ آن
های درشت، متناسب با اعضای های متناظر در گرهآلت

متوالی دنبالۀ فیبوناتچی و با تغییر مقیاسی به نسبت فی 
هایی از بخش برای نمایش این مف وم،خواهند بود. 

ۀ درب امام مدرسۀ چ ارباغ و مقبرهای موجود در گره
ها تصاعدی های آندر کنار هم قرار گرفتند، طول زمینه

را تشکیل داد که تا دو مرحله توسط نگارندگان ادامه 
توان تا هر تعداد ادامه داد یافت. این تصاعد را می

 (.4)شکل 
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های مقیاس کردن گرهها ) ( هممینهز: )الف( روابط ریاضی؛ )ب( خرد کردن متوالی گره کند ده به روش توحلقی و ثابت نگه داشتن اندازۀ ۳شکل 
 ها ها و انعکاس تغییرات در اندازۀ زمینهریز زمینه

Fig. 3: A) Mathematical equations B) Subdividing and maintaining frame dimensions C) Subdividing and maintaining polygon 
dimensions. 
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 گیرد.قرار می بوناتچیها در مارپیچ تعمیم فیهای آنهای موجود در بناهای تاریخی که زمینههایی از ترنج در گره: نمونه4شکل 
Fig. 4: Real world samples of kite polygons arranged in generalization of Fibonacci sequence and extended by authors. 
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چنان که در محالب پیشین یکر شد، محصول خرد 
 ادهکردن متوالی گره کند ده به روشی که استاد لرز

 اندازۀهایی است که اگر معرفی کرده است، گره
ها در آن هاییشان را ثابت نگه داریم طول زمینههاآلت

والی کند. این تای از نسبت فیبوناتچی رشد میدنباله
سازد که نسبت دی هندسی میها همچنین تصاعطول
ت یا نسب های متوالی آن به هم برابر عدد فیجمله

 طلایی است.
 

 مستطیلی نۀیروش برای یک زمآزمون . ۱0

ههای ههایی از تهوالینمونهه ،های پیشین مقالههدر باب
ترنج در بناههای تهاریخی  ینۀمختلف گره کند ده در زم

 ترسهیمی ینهۀمعرفی شد. با ایهن حهال از آنجها کهه زم
 ۸به نسهبت حهدودی مستحیلی ده،  یهاگره بسیاری از

برای آزمون ویژگهی نویافتهه در  ۱۱ ]3,31[ است، ۱۱به 

بهه طهول و  ای مسهتحیلیزمینههههایی بها گره ،هاگره
 انتخاب شد و تهوالی فیبونهاتچیِبا همین نسبت  عرضی

شود. گره به صورت متوالی زمینه در آن نمایش داده می
ج ههت  ،. در پایههانشههده اسههتخههرد  یبهها روش تههوحلق

گره ۀازس ولت در نمایش دنبالۀ فیبوناتچی در توالی اند
تا نسهبت  اندشده یاسمقها همگرههای متناظر آلتها، 

های . مستحیلشودمنعکس  هاینهمورد نظر در اندازۀ زم
مهارپیچ در کنهار ههم  طور زمینه به صورت متوالی و به

طهول یها عهر   (. دراین شکل،۵)شکل  اندقرار گرفته
هر مستحیل زمینه، برابر بها جمه  طهول یها عهر  دو 

برای مثال، مجمهوع  چکتر از خودش است.مستحیل کو
است که بر همنشهینی  4Lبرابر با اندازه  ۳Lو  ۲Lاندازۀ 
ها نیز در کنهار ههم بها اصهول گهره های این زمینهگره

تحابق دارد. این قاعده کهه ویژگهی دنبالهۀ فیبونهاتچی 
 های دیگر نیز صادق است.است برای زمینه

 

 
 

 : وجود رابحۀ تعمیم فیبوناتچی میان طول و عر  در یک نمونه زمینۀ مستحیلی۵شکل 
Fig. 5: Generalization of Fibonacci in widths and lengths of rectangular frame 

 

 کاربرد. ۱۱
ها و طراحی ها در تحلیل هندسی گرهیکی از دشواری
ها آلت اندازۀای خاص، معلوم کردن گره برای زمینه
گردان نیستند و از قواعد هایی که دستاست. در گره

های متناظر در کل آلت اندازۀکنند، هندسی تبعیت می

های این ماند. به کمک یافتهزمینه یکسان باقی می
توان از روی یک گره کند ده ترسیم شده تحقیق می
هایی ها را برای گرهآلت اندازۀینۀ خاص، زمبرای یک 
های خردتر که در آن زمینه قابل ترسیم به مقیاس

توان چنین است، محاسبه کرد. در کارهای بعدی می
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گره به کمک الگوریتم مسئلۀیۀ حل پاهایی را محاسبه
های مسح  و منحنی قرارداد. ای برای زمینههای رایانه

 های غیر ده تحقیق کرد.همچنین این مسئله را در گره
 

 بحث. ۱۲
ده نشان  های کندای از گرهدر این مقاله، ویژگی نویافته

 ادحلقی که استداده شد. اگر گره کند ده به روش تو
گره ینهلرزاده نشان داده است خرد شود، بدون تغییر زم

ان به نسبت هایشآلت اندازۀآید که هایی به دست می
یات وسط و طرفین )یا نسبت طلایی( کوچک 

وی های متوالی به نحینۀ این گرهزمشوند. حال اگر می
والی های متهای متناظر در این گرهبزر  شوند که آلت

نبالهدها در زمینه اندازۀازه شوند، طول و عر  اندهم
ا فیبوناتچی ر دنبالۀهای کند که ویژگیای رشد می

جم   ینۀ هر گره برابر بازمیعنی طول یا عر  ؛ دارد
، های دو گره قبل از خودش استطول یا عر  زمینه

 شود؟ها پیدا میاما چرا این ویژگی در گره
چی ارتباط فیبونات دنبالۀهای کند ده با ارتباط گره هستۀ

 تباطها با نسبت یات وسط و طرفین است، و علت ارآن
م است. ضلعی منتظشان با پنجها با این نسبت ارتباطآن

سط وضلعی منتظم میان قحر و ضل ، نسبت یات در پنج
ه دند کو طرفین برقرار است. در خرد کردن متوالی گره 

پنج )که  هایزمینه( آلت اندازۀن نیز )با ثابت نگه داشت
ضلعی منتظم هستند( به نحوی کوچک به شکل پنج

ج شوند که قحر آلت پنجِ بَعدی برابر ضل  آلت پنیم
دو  شمارۀریاضی  رابحۀیجۀ نت(. در ۶قبلی است )شکل 

نشان داده شد که مجذور نسبت یات وسط و طرفین 
برابر یک واحد بیش از نسبت یات وسط و طرفین 

زمینه در  ۀاندازها، آلت اندازۀست. با ثابت نگاه داشتن ا
ت های صحی  نسبای از تواننسبت مستقیم با دنباله

(. این ۱G: ۳کند )شکل یات وسط و طرفین رشد می
ه ببدیل تدو قابل  شمارۀ رابحۀیجۀ نتدنباله با توجه به 

ویژگی  ها به علتاین تبدیل همۀشمارۀ دو است. دنبالۀ 
ت وسط و طرفین ممکن بود. چنان که در نسبت یا

م  دو مشخ  است هر جمله برابر با ج شمارۀ دنبالۀ
 پیشین خود است. جملۀدو 

 
 های پنج در خرد شدن متوالی: تناسب آلت۶شکل 

Fig. 6: Scale factor of pentagons in repeatedly 
subdividing 

 

 بر های دهدر مقاله، نشان داده شد از آنجا که گره
 وضلعی منتظم هستند با نسبت یات وسط مبنای پنج

 مدنطرفین ارتباط دارند. این نسبت، سبب به وجود آ
ه صورت هایی است که بینۀ گرهزمفیبوناتچی در  دنبالۀ

د. از شونمتوالی با روش توحلقی استاد لرزاده خرد می
ل ها و حتوان در طراحی گرهاین ویژگی نویافته می

این  هایی ازها استفاده کرد. نمونهمسائل هندسی گره
زای توان اجها را در آثار تاریخی نشان دادیم که میگره
 ها را در این توالی جا داد.آن
 

 گیرینتیجه. ۱3
های ایرانی است های گرهگره کند ده یکی از خانواده

ها ضلعی است. این گرهها بیستهای آنکه شمسه
توان از یک گره، میقابلیت خرد شدن را دارند، یعنی 

گرهی در مقیاس خردتر با همان آلات پیدا کرد. رییس
زاده و مفید در تقریرهای استاد لرزاده دو روش برای 

اند. در روش های کند ده معرفی کردهخرد کردن گره
 نتایجی که از روش دیگر همۀتر )روش توحلقی( جام 

نتایج جدیدی به دست می اضافۀآمد به به دست می
ید. همین روش با در نظر گرفتن معادل کند گره به آ

این مقاله قرار  دست آمده از آن، مبنای محاسبات
ها در نسبت آلت اندازۀگرفت. در خرد کردن متوالی، 
زمینه اندازۀشوند و اگر معکوس با عدد فی کوچک می

های آلت اندازۀهای متوالی را به نحوی بزر  کنیم که 
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یکسان باشد، طول اعضای متناظر ها متناظر در گره
کند، به نحوی فیبوناتچی رشد می دنبالۀها محابق زمینه

که طول ضل  زمینه برابر جم  طول اضلاع متناظر دو 
توان در تحلیل گرهینۀ قبلی است. از این ویژگی میزم

های ها به روشها و حل هندسی و طراحی آن
 الگوریتمی استفاده کرد.

 

 سپاسگزاری
ر الله مجت هدزاده اسهتادیادگان مقاله از آقهای روحنویسن

اب  معماری دانشگاه ش ید چمران اهواز برای معرفی منه
مربوط به نسبت طلایی در تمدن اسلامی کهه در ایهن 

شهناخته « نسهبت یات وسهط و طهرفین»مناب  بها نهام 
  آوردند.به جای میشده است تشکر می

 

 پی نوشت ها
 عمههاری اسهلامی اسهت کهههگهره تزئینهات هندسهی در م. ۱

ر های بسهته )بهه نهام آلهت( در کنهااز قرارگرفتن چندضلعی
 هم و پرکردن سح  تشکیل شده است.

 اسههباتتن و زاویههه بهها هایچندضههلعی یعنههی، گههره . آلههت۲
 را گههره زمینههۀ گههره هههر هههایآلت مجموعههۀ. مشههخ 

 .کنندپرمی
ی ههم کهه بهه عربهی همهان معنه« عِقهد». این کلمهه را ۳

 خوانند.دهد میمیگره را 

 ناوِ نوشههتۀ تههزیین، زبههان دسههتور کتههاب در جملههه . از4
 همچنهین. شهودمی دیهده ایمنحقهه تفکیهک چنهین جونز،

 E. Collinot شرق تزیینی هنرهای دائرۀالمعارف در
ههها خحههوط شههعاعی هسههتند کههه از مرکههز آلههت . واگیره۵

شههوند و امتههداد پیههدا هههای آن متصههل میشمسههه بههه ر س
 .کنندمی
ها و تناسهههبات مشهههخ  . یعنهههی آلتهههی کهههه از زاویهههه۶

  اضلاع آن آلهت پیهروی نکنهد، در نتیجهه شهکل آن معهو
 باشد.

رای بهه مجت ههدزاده روح الله.نویسههندگان مقالههه از آقههای ۷
معرفههی منههاب  مربههوط بههه نسههبت طلایههی در تمههدن 

 کنند.اسلامی تشکر می
 Leonardo of Pisa پیزایههی لئونههاردوی نههام بههه را . او۸
 .شناسندمی نیز
هههای شههود کههه درون آلتگره بههه گرهههی گفتهه می. شهاه۹

هههای آن گههره ریزتههری ترسههیم شههده باشههد. در واقهه  آلت
های تری دارد زمینههههگههره اولیههه کههه مقیههاس درشههت

 تر باشد.های ریزگره
ها نههوعی از گههره هسههتند کههه بهها قههوانین گره. شههاه۱۰

و مقیههاس از گههره شههوند بنههابراین دارای دخاصههی خههرد می
 گره نمونهۀدر زمینۀ خود هسهتند. منظهور از گهره ریهز شهاه

 خرد شدۀ ترسیم شده در گره اولیه است.
 Cos (54°)/Sin. مقهدار دقیهق ایهن نسهبت برابهر بها ۱۱

بههه  ۸اسههت و مقههدار تقریبههی آن در منههاب  مختلههف  (54°)
 یکر شده است. ۱۱۰۱۱به  ۸۰۰۰و  ۱۱
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